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NETZPLANTECHNIK IM MATHEMATIKUNTERRICHT

von

D. Dorninger (TU Wien)

|, MoDELLE DER NETZPLANTECHNIK

Die Netzplantechnik hat die optimale Planung und Uberwachung der Ausfihrung eines
Vorhabens (= Projekt) zum Gegenstand. Ein Projekt kann ein Bauvorhaben, ein Fertigungs-
vorhaben, ein Beschaffungsauftrag, ein Entwickiungsprojekt u.a. sein. Ein Projekt setzt
sich aus zeitbeanspruchenden Tatigkeiten bzw. Arbeitsvorgangen (= Vorgange) zusammen,
rwischen denen gewisse Anordnungsbeziehungen bestehen. Uie Ancrdnungsbeziehungen
werden mit Hilfe von gerichteten Graphen (ohne Mehrfachkanten und Schlingen) beschrie~

ben. Dabei unterscheidet man im wesentlichen:

1. Vorgangspfeilnetze

Hierbei werden den Vorgangen (sowochl den realen als auch den kinstlich einzufuhrenden
fiktiven Vorgangen) die Pfeile (gerichtete Kanten) eines Graphen zugeordnet; im folgenden
identifizieren wir die Vorgange mit den ihnen zugeordneten Pfeilen. - Hat ein Pfeil A
den Anfangspunkt a; und den Endpunkt ap, so schreiben wir A= (a;,a;). Die Anfangs-
und Endpunkte der Pfeile sind dann die Reprasentanten aller moglichen Ereignisse, die
im Planungsmodell vorkommen. Man beachte, da dadurch gewisse Ereignisse unter
Umstanden nicht erfaBt werden; etwa kann es sein, daB bei der Planung des Baus eines
Hauses die Ereignisse 1. Stock fertig® oder  Dachgleiche” nicht als | Endereignisse”
von Tatigkeiten aufscheinen.

Sind den Vorgangen die Pfeile zugeordnet, geht es darum, die Pfeile in geeigneter Weise
.aneinanderzuflugen”. Hierbei hangt es davon ab, welche der Beziehungen  Ende-Start”,
.Start-Start”, | Start-Ende” oder .Ende-Ende” man zu Grunde legt: Flgt man zwei
Pfeile A= (ay,ay) und B= (by,by) durch ldentifikation von a; und by im Sinne einer Ende-
Start-Beziehung zusammen (Abb. 1), so bedeutet das, daB der Vorgang & unmittelbar
auf den Vorgang A folgt und fruhestens beginnen kann, wenn A beendet ist, wohingegen
dasselbe bei Zugrundelegung einer Start-Start-Beziehung heiBen wirde, dal B unmittel-
barer Nachfolger von A ist und fruhestens beginnen kann, wenn A bereits begonnen hat.

A B
o O 0
ay dan = bl b2

Abb. 1
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Beim Aneinanderfiugen der Pfeile sind je nach Modellfall eine Reihe von Regeln zu beach-

ten; wir geben hierfir ein Beispiel.

Belsplel 1: Unter der Annahme einer Ende-Start-Beziehung sei die folgende Situation zu
erfassen: Ein Vorgang D folge unmittelbar zwei Vorgingen A und 8 nach. Ein weiterer
Vorgang £ folge ebenfalls unmittelbar A und & nach, sei cariber hinaus aber noch un-
mittelbarer Nachfolger eines Vorgangs C (der kein .Vorldufer” von D ist). In diesem
Fall erfolgt die Aneinanderreihung der Pfeile .4 bis £ so wie aus Abb.2 hervorgent,
wobei zusatzlich ein fiktiver Vorgang (= Scheinvorgang: strichliert gezeichnet) eingefligt

wird.

2. Ereignisknotennetze

Bei diesen stehen die Ereignisse im Vordergrund. Die Ereignisse konnen - miissen aber
nicht - Anfangs- und Endereignisse von Tatigkeiten sein. Den Ereignissen werden die
Knoten eines gerichteten Graphen zugeordnet. Im folgenden identifizieren wir die Knoten
mit den Ereignissen, welche sie reprasentieren. Folgt ein Ereignis b unmittelbar einem
Ereignis a nach, so zeichnet man eine gerichtete Kante von a nach b.

3. Vorgangsknotennetze

Nun werden die Vorginge den Knoten eines Graphen zugeordnet und anschlieBend mit
diesen identifiziert. Unterstellen wir eine Start-Start-Beziehung, so kann man zum
Beispiel auf folgende Weise (bewertete) Pfeile im Graphen einfihren: Kann ein Vorgang
B frihestens t Zsiteinheiten nach Beginn eines Vorgangs A anfangen, dann zeichnet
man einen Pfeil von A nach 5 und bewertet diesen mit t; muB B spdtestens 7T Zeitein-
heiten nach dem Beginn von A beginnen, so zeichret man einen Pfeil von B nach A und
bewertet diesen mit -T.

Wie wir sehen, werden in Netzen die Kanten bewertet. Die Bewertung richtet sich dabei
nach der verwendeten Planungsmethcde.
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Ein Projekt erfordert nicht nur Zeit, sondern verursacht auch Kosten und macht den
Einsatz von Betriebsmitteln notwendig. Je nachdem, welcher der genannten Aspekte im
Vordergrund steht, unterscheidet man zwischen Zeit- und Terminplanung, Kostenplanung
und Kapazitatsplanung (Verteilung von Einsatzmittein).

A) Zelt- und Terminplanung
a) Deterministische Modelle

Bei diesen sind sowohl der Projektablauf, als auch die Zeitvorgaben, welche fur die
einzelnen Vorginge gemacht werden, determiniert. Gesucht werden die kirzeste Gesamt-
dauer des Projekts, die frihest und spatest méglichen Anfangs- und Endzeitpunkte der
sinzelnen Vorgiange, Pufferzeiten fur die Vorgange sowie die sog. kritischen Vorgange,
das sind Vorginge, deren Verlangerung unter der Voraussetzung einer kurzest moglichen
Projektdauer eine entsprechend groBe Hinausschietung des Projektendes verursachen.
Die bekanntesten Methoden, welche auf deterministischen Annahmen beruhen, sind CPM
(Critical Path Method) und MPM (Metra-Potentiai~-Methode).

Bei CPM wird von einem Vorgangspfeilnetz mit zu Grunde liegender Ende-Start-Beziehung
ausgegangen, und die Pfeile des (nach bestimmten Regeln ersteliten) Netzes werden mit
den Zeitdauern der einzelnen Vorgange bewertet, wobei Scheinvorgéange die Bewertung O
erhalten. Der sich auf diese Weise ergebende Graph wird als CPM-Netzplan bezeichnet.
Der Netzplan ist derart konstruiert, daB ein schwach zusammenhangender zyklenfreier
Graph entsteht, welcher genau eine Quelle, das gemeinsame Anfangsereignis aller ,Start-
vorgange”, und genau eine Senke, das gemeinsame Endereignis aller  Zielvorgange”
besitzt.

Auf Grund von verschiedenen Moglichkeiten, Scheinvorgange einzufuhren, ist ein CPM-
Netzplan im allgemeinen nicht eindeutig. Er hat iberdies auch den Nachteil, daB wegen
der Ende-Start-Beziehung zeitliche Maximalabstande zwischen aufeinanderfolgenden
Vorgangen nicht berlicksichtigt werden konnen. Letzteres ist etwa bei MPM jedoch
maglich.

Ein MPM-Netzplan ist ein Vorgangsknotennetz, welches auf Grund einer Start-Start-
Beziehung so, wie weiter oben bei den Vorgangsnetzen exemplarisch ausgefuhrt, kon-
struiert wird. Der resultierende Netzplan ist schwach zusammenhangend, hat positive
und negative Bewertungen und beinhaltet Zyklen; kein Zykius kann jedoch eine positive
Linge haben. Quellen und Senken kommen im allgemeinen nicht vor.

Belsplel 2: Die Vorginge eines Projekts seien A, B, C, D, & und sollen die Zeitdauern
5, 4, 3, 2 und 2 Wochen haben. Zwischen den Vorgingen sollen die in Beispiel 1 be-
schriebenen Anordnungsbeziehungen bestehen, wobei A, 8 und C Startvorgange, d.h.
Vorgange, denen kein Vorgang vorausgeht, und D und £ Zielvorgange, d.h. Vorgange,
denen kein Vorgang folgt, seien. Unter Beriicksichtiqung der Tatsache, daB keine Mehr~
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fachkanten auftreten durfen, erhilt man dann den in Abb. 3 dargesteliten CPM-Netzplan
(bei dem neben den Pfeilen die Bezeichnungen der Vorgange und die Vorgangsdauern

eingetragen sind).

Abb. 3

Verlangt man zusatzlich, daB die Vorgange C und £ moglichst spat, d.h., soweit dies
verschoben in Richtung des Gesamtabschlusses nur geht, beginnen sollen, so kann dies
im vorliegenden Netzplan nicht ausgedriickt werden. Der spatest maogliche Beginn von
C und £ bedeutet, daB das Projektende zeitlich unmittelbar auf £ und £ unmittelbar auf
C folgen sall, eine Situation, die bei MPM durch die Angabe von jeweils frihestem und
spatestem Beginn eines Vorgangs nach Beginn des unmittelbaren Vorgangers beschreib-
bar ist. Wegen des Zusammenhanges .Endzeitpunkt eines Vorgangs - Vorgangsdauer =
Startzeitpunkt des Vorgangs™ ist bei MPM auch jede Ende-Start-Beziehung erfaBbar.
Nach Einfihrung eines Startvorgangs S und eines Zielvorgangs £ der jeweiligen Zeit~
dauer O erhalt man unter Beriicksichtigung der Zusatzforderung fur Beispiel 2 den in
Abb. 4 dargesteliten MPM-Netzplan.

A




25

Der Einheitlichkeit halber wollen wir annehmen, daB die Knoten in jedem CTPM- und MPM-
Netzplan von 1 bis n durchnumeriert sind, wobei bei CPM-Netzplanen 1 die Quelle und
n die Senke, bei MPM-Netzplaren 1 der Start- und n der Zielvorgang sei. Bei CPM
bezeichnen wir die Dauer eines Vorgangs (ij) mit D;, bei MPM schreiben wir D; fur

die Dauer des Vorgangs i

Gemeinsames Ziel bei CPM und MPM ist es, die frihest und spatest maglichen Anfangs-

und End(= AbschluB-)Zeitpunkte fur die einzelnen Vorgange zu berechnen.

FAZ;, FEZj, SAZy bzw. SEZ; stehe bei CPM fir den fruhest moglichen Anfangs-.
friilhest moglichen End-, spatest maoglichen Anfangs- und spatest moglichen Endzeitpunkt
des Vorgangs (i,j); bei MPM sollen die entsprechenden Paramater fur den Vorgang i
(Vorgange werden bei MPM durch Knoten reprasentiert!) FAZ, FEZ, SAZ, SEZ
sein. Bei CPM sind die vier angefilhrten Parameter wegen cer 2indeutig festliegenden Vor=
gangsdauern Dj; bestimmt durch die GroBen £.Z; (=FAZ)) und SZ; (= SAZ;), dem frihest
moglichen Zeitpunkt fur den Eintritt des Ereignisses / bzw. dem spatest moglichen Ein-
trittszeitpunkt von j; bei MPM geniigt es wegen FEZ =FAZ+D; und SEZ; =SAZ+ D,
die GroBen FAZ und SAZ zu kennen.

Es ist unschwer - auch heuristisch - einzusehen, daB fur CPM-Netzplane unter der
Voraussetzung FZ;=0 gilt

FZ: = Lange eines langsten Weges von 1 nach /,
53

H

SZ, - Lange eines langsten Weges von j nach n.
Unter Weg werde stets ein gerichteter Weg (= Pfad) verstancen.
Etwas schwieriger einzusehen - jedoch auch heuristisch plausibel zu machen - ist, dafl

bei MPM (trotz negativer Kantenbewertungen) in analoger Weise unter der Annahme

it

FAZ;
SAZ;

Lange eines langsten Weges von 1 nach J,

it

SAZ, - Lange eines langsten Weges von / nach n.

Von den Ublicherweise betrachteten Pufferzeiten ist der Gesamtpuffer der wichtigste.
Dieser gibt die maximale Zeitspanne an, um die man einen Vorgang verschieben kann,
ohne die Gesamtprojektdauer zu verlangern, unter der Voraussetzung, dafl alle dem
Vorgang vorangehenden Tatigkeiten zu threm friihest moglichen Endzeitpunkt abgeschlos-
sen sind und alle noch nachfolgenden Tatigkeiten zu ihrem spitest moglichen Zeitpunkt
beginnen. Der Gesamtpuffer ist bei CPM gegeben durch GFj = SZ; - FZ; - Dj und bei
MPM durch GF, = SAZ - FAZ. Ein Vorgang (ij) bzw. i ist genau dann kritisch, falls

GPj = {QEQ)GP“ = 57, bzw. GP; = rr:.jin GR, = SEZy,

wobei die Minima Uber alle Pfeile (s,t) bzw. Knoten s zu erstrecken sind. Fordert man
- was wir im folgenden neben FZ; = FAZ =0 stets annehmen wollen - daB die Gesamt-
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projektdauer 7 die kirzest mogliche Dauer Ty ist, so ist $Z;=0 bzw. SEZ =0 und

daher ein Vorgang kritisch genau dann, wenn sein Gesamtpuffer gleich O ist.

b) Nicht-deterministische Modelle

lst der Projektablauf determiniert, sind aber die Zeitdauern der Vorgange Zufallsvariab-
len, dann wird die Planung zumeist mit Hilfe von PERT (Program Evaluation and Review

Technigue) durchgefuhrt.

Bei PERT geht man von einem Ereignisknotennetz aus und ordnet zunichst jedem Pfeil
(i.i), weaicher tatsachliche Tatigkeiten reprasentiert, drei Schatzwerte fur die Zeitdauer
dieser Tatigkeiten zu: einen optimistischen Schatzwert 0D, einen hochstwahrscheinlichen
Wert HD; und einen pessimistischen Schatzwert PD;. Bei reinen .Qrdnungspfeilen”
(welche keine realen Vorgange darstellen) setzt man diese drei Werte gleich 0. Man
nimmt an, daB die Vorgangsdauern [ betaverteilt sind und berechnet unter der (etwas
willkurlichen) Festsetzung, daB fur die beiden Parameter o« und B in der Betaverteilung
qQilt a+ B =4, die Erwartungswerte (mittlere Dauern) MD;; und die Varianzen VD;; der Dj.
Es ergibt sich dabei
_ 1
MD,'/' =% (OD,-/- + 4HD,'/'+ PD,'}'),
und fur die Varianzen erhadlt man naherungsweise
1 .. = OD-
VD = 56 (PDy OD,/)Z.
Sodann bewertet man die Pfeile (i,j) mit den Paaren MD; und VD).

AnschlieBend verfihrt man genauso wie bei CPM, wobei man an Stelle der Dy mit den
MD;; rechnet und fur die £Z; und SZ; die Erwartungswerte (Mittelwerte) MFZ; und
MSZ; nimmt. Fur den Gesamtpuffer GFj wird der Mittelwert MGF; genommen.

Zur Bestimmung von Weglangen und deren Varianzen werden die Erwartungswerte MDj;
und Varianzen VD entlang eines Weges aufsummiert. Als Lange eines liangsten Weges
zwischen zwei Knoten nimmt man dann das Maximum der Liangen aller Weglingen,
welche man auf diese Weise erhalt, und fur die Varianz der Lange eines langsten Weges
das Maximum der Varianzen aller Weglangen.

Es sei bemerkt, daB die letztgenannte Vorgangsweise eine mathematisch unzulassige
Vartauschung zwischen Erwartungswert und Maximierung darstelit, und daB die Aufsum-
rmierung von Varianzen entlang von Wegen nur dann gerechtfertigt ist, falls die Vorgange
antlang von Wegen paarweise unkorreliert sind.

Sind die MFZ; und MSZ; sowie die Varianzen der FZ; und 5Z; bestimmt, nimmt man bei
PERT an, dal die FZ; und SZ; normalverteilt mit den erhaltenen Werten als Parameter
sind und kann dann Wahrscheinlichkeiten fur Terminiber— und Unterschreitungen berech-
ren. Dies setzt allerdings voraus, daB die Primissen des Zentralen Grenzverteilungs-

satzes erfulit sind, was in der Praxis zumeist wenig zutreffend ist.
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Auf Grund der geschilderten Unzulanglichkeiten ist bei der Anwendung von PERT groBte
Vorsicht geboten! Es konnen Fehler entstehen, die bis zu 30% und mehr ausmachen.

Ist bei einem Projekt der Projektablauf nicht determiniert, sondern kann man sich
wihrend der Ausfiuhrung des Projekts jeweils fur eine von mehreren Moglichkeiten
entscheiden, was bei Entwicklungsprojekten oft der Fall ist, so arbeitet man vielfach
mit Entscheidungsnetzplinen. Bei diesen wird dann insbesondere nach der Wahrschein-
lichkeit fur das Eintreten bestimmter Zielereignisse sowie der wahrscheinlichst kurzesten
Zeitdauer dafir gefragt. Eine der bekanntesten Planungsmethoden fur solche Problem-
situationen - auf welche wir allerdings hier nicht weiter eingehen werden - ist GERT

(Graphical Evaluation and Review Technique).

B) Kostenplanung

Ausgangspunkt der Kostenplanung ist ein CPM=Netzplan mit variablen Vorgangsdauern D;.
Fur jeden Vorgang (i,j) ist eine konvexe Kostenfunktion Kj = k(D) mit bekanntem
Definitionsbereich [M/NQj,ND,]-] gegeben. Dabei bezeichnet M/ND; die Mindestdauer und
ND; die Normalvorgangsdauer”. Fur Dj; >ND; ist die Funktion insofern nicht von Inter-
esse, als eine insgesamt linger dauernde und zugleich (gegenuber einer normalen
Durchfuhrungsdauer) teurere Projektvariante bei der Optimierung von vornherein auBer
Acht gelassen werden kann. Fur Kj; wahit man haufig eine lineare Funktion Kj; = =b; D+ ¢;

mit b;.¢;20 (und byNDy < cj); fur Scheinvorgange ist bj=¢; =0.

Die Summe aller Vorgangskosten nennt man direkte Projektkosten, Kosten, die als
Funktion der Gesamtprojektdauer anfallen (wie z.B. Verwaltungskosten und Ponale)
werden als indirekte Projektkosten bezeichnet. Die zwei wichtigsten Aufgabenstellungen

der Kostenplanung sind, wenn wir einmal von den indirekten Projektkosten absehen:

a) Die Bestimmung der minimalen direkten Projektkosten und der Projekttermine in
Abhingigkeit von der Projektdauer T, wobei T als variabel angenommen werden
kann oder fest vorgegeben ist.

b) Die Bestimmung der minimalen direkten Projektdauer bei vorgegebenen Projekt-
kosten Ky, welche nicht iberschritten werden durfen.

Bezeichnen wir - in beiden Fillen - den urbekannten Eintrittszeitpunkt des Ereignisses
i mit Z; und schreiben £ fur die Gesamtheit aller Pfeile des Netzplans, so konnen wir
unter der Annahme linearer Kostenfunktionen die Aufgaben a) und b) wie folgt als

Optimierungsprobleme formulieren:

a) y ;E(-q;ofpc,;) = min! b) T =2, = mn!
i) e - - - .
Z-Z-0;20 fur (ij)eE
%=2-Djz0 fur ek MIND: < Dy € ND fo (/'/')eE
..S . £ ‘e udr .
M’J’ND,}S D;/'SND,')' fur (i,j)eE - A ij ar )
Z2y=0, Z,=T o

T (-biDy+c) <K
P = "0
(jee T
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Bei a) handelt es sich um ein sog. parametrisches lineares Optimierungsproblem, welches
fur fest vorgegebene Werte To von T in ein lineares Optimierungsproblem Ubergeht;
b) ist eine lineare Optimierungsaufgabe. Addiert man zu den direkten Projektkosten die
indirekten Projektkosten, so bleibt im Fail von linearen indirekten Projektkosten der
Charakter der Aufgaben erhalten; bei nichtlinearen Kosten kann jedoch eine wesentliche

Komplizierung eintreten.

C) Kapazititsplanung

Bei der Kapazitatsplanung befaBt man sich damit, beschrankt zur Verfugung stehende
Einsatzmittel moglichst gleichmaBig auf die Vergange eines Projekts zu verteilen, sodall
die damit verbundenen Kosten minimal werden. Die Kapazitatsplanung darf nicht mit der
Resourcensummierung verwechselt werden, welche bei Methoden der Zeit- und Termin-
planung haufig durchgefuhrt wird und darin besteht, zusammenzurechnen, welche Ein-
satz- und Geldmittel bei einer optimalen Zeitplanung in einem gewissen Zeitraum erfor-

derlich sind.

Bei der Kapazitatsplanung geht man von einem CPM-Netzplan aus (wobei die Vorgangs-
dauern Dj; eventuell noch als frei wéhibare Parameter angesehen werden kénnen). Ferner
wihlt man eine diskrete Zeitachse, d.h., man rechnet nur mit ganzzahligen Vielfachen
einer Zeiteinheit. Gegeben sind dann im allgemeinen die Projektdauer T (selbst diese
wird gelegentlich noch als frei wahlbar angesehen), der Einsatzmittelbedarf fur (ij) pro
Zeiteinheit und die insgesamt verflgbare Einsatzmittelkapazitat pro Zeiteinheit zwischen
den Zeitpunkten t-1und t, t=1,...,T.

Gesucht werden die Anfangszeitpunkte AZ; der Vorgange (ij), sodaB die Summe aus
Nivellierungskosten, das sind die Kosten, die Uber die Zeit hinweg durch gleichmagige
Ausnutzung der verfugbaren Einsatzmittelkapazitdten entstehen, und aus direkten Projekt-
kosten minimal wird. Die Nivellierungskosten werden dabei auf verschiedene Weise,
zumeist durch Mittelbildung festgelegt.

Wichtigste HilfsgroBen bei der Modellierung sind Variable x,, ., welche definiert werden

durch . . = 1, falls (ij) zwischen t-1 und t ausgefuhrt wird
gt 0 sonst

Alle Parameter, alle Nebenbedingungen und die Zielfunktion werden durch die x; . aus-

gedriickt. Die Anfangszeitpunkte AZ; etwa sind durch die x; . charakterisierbar durch:

xpe= 1 B - Dp A s t-.
Das auf die beschriebene Weise formulierte Problem ist eine sog. binare Optimierungs-
aufgabe, welche eine sehr groBe Anzahl von Verinderlichen und Restriktionen hat. Es
sei bereits hier erwihnt, daB eine derartige Aufgabe mit den Standardverfahren der
ganzzahligen Optimierung im allgemeinen nicht iosbar ist und daB man nur heuristische
Lasungsalgorithmen zur Verfugung hat, auf welche wir allerdings - auch im folgenden -

nicht weiter eingehen werden.

e et S RO
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I, LOSUNGSVERFAHREN

A) Bel der Zeit- und Terminplanung

Wie wir in Abschnitt | gesehen haben, geht es bei Planungen mittels CPM, PERT und
MPM rein mathematisch gesehen jedesmal um das Folgende: Gegeben ist ein schwach
zusammenhangender Graph G mit Knotenmenge V = {1,.. ., n}, Kantenmenge £ und einer
Kantenbewertung b : £ 2 R. Die Knoten 1 und n haben wir ausgezeichnet: bei CPM und
PERT sind 1 und n die (einzige) Quelle bzw. (einzige) Senke von G, bei MPM stelien 1
und n den Projektbeginn bzw. das Projektende dar. G ist so konstruiert, daB es von 1 zu
jederm i€V und von jedem i€V nach n stets einen (gerichteten) Weg gibt. Gesucht werden

in allen Fallen die Wege von 1 nach j bzw. i nach n, welche von groBter Lange sind.

Hat G, so wie dies bei MPM der Fall ist, keine Zyklen positiver Lange, und ist Uberdies
die Bewertungsfunktion b beliebig, so existieren zur Bestimmung der lingsten Wege
effektive Algorithmen, etwa das Verfahren von FORD und der Tripel-Algorithmus von
FLOYD und WARSHALL. Diese eignen sich allerdings nicht fur den Unterricht, sodaB man
in der Schule nur in solchen Fallen eine volistandige Analyse mit MPM durchfihren konnen
wird, bei denen eine Bestimmung langster Wege mittels "trial and error”, also durch
gezieltes Probieren, méglich ist, d. h., nur bei Netzplanen mit nicht allzuvielen Vorgangen.

Anders hingegen verhalt es sich, wenn G ein nicht-negativ bewerteter, zykienfreier Graph
ist, so wie dies bei CPM und PERT zutrifft. Hier bieten sich zwei Verfahren an, welche
auch in der Schule besprochen werden konnen: Der DIJKSTRA-Algorithmus zur Bestim-
mung der kirzesten und langsten Wege zwischen zwei Knoten eines (nicht notwendiger-
weise zyklenfreien) Graphen und das folgende Verfahren:

Da G genau eine Quelle und eine Senke besitzt, kann G (topologisch) knotensortiert
werden, d.h., es kann die Knotenmenge V = {1,2,...,n} ggf. so umsortiert werden, da8
nur Pfeile (ij,j) vorkommen mit i<j. Die Knotensortierung kann dabei folgendermaBen
durchgefihrt werden:

(1) Streiche in G die Quelle (die bei uns nach Voraussetzung die Nummer 1 hat, weliche
sie auch behalten soll) und alle Pfeile, die davon ausgehen; der so entstehende Graph
sei (.

(2) Wegen der Zyklenfreiheit von G und damit von Gy enthdlt G; mindestens eine Quelle q.
Gebe g die Nummer 2 und streiche aile Pfeile mit Anfangspunkt g; der so entstehende
Graph sei Gj.

(3) Wegen der Zyklenfreiheit von G, und damit von G, enthdlt G, mindestens eine Quel-
le r. Gebe r die Nummer 3 und streiche alle Pfeile mit Anfangspunkt r; der so ent-
stehende Graph sei Gj.

So féhrt man nun fort, bis man bei der Senke n angelangt ist.
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Ist G knotensortiert, so 138t sich der langste Weg von 1 nach i sehr einfach mit Hilfe
des Algorithmus von BELLMAN iterativ berechnen:

Sei ¢ die Lange eines (jeden) langsten Weges von 1 nach i und bezeichne F; die Menge
aller Knoten v von G, fur die ein Pfeil (v,i) existiert. Auf Grund des BELLMANschen
Optimalitatsprinzips der Dynamischen Optimierung gilt dann

(») d = r\rlwea;,(.(dv'* D,;) fur i=2,3,....n,

i

wobei dy =0 gesetzt wird. Die Menge aller veF;, bei welchen das Maximum in (%) ange-

nommen wird, sei M.

Beginnend mit /=0 gestattet die Gleichung (*) nacheinander alle ¢ und M, zu berechnen.
Um einen lingsten Wag von 1 nach / zu finden, wahit man ein iy €M, dann ein L €M,
ein 3 €M, usf. aus, bis man bei i.=1€M, angelangt ist. 1 iy, ir—a, ...,/ 7 ist damn

ein langster Wag von 1 nach /.

Beispiel 3: Bezeichnen wir die Knoten des in Abb. 3 dargesteliten Netzplans, so wie aus
Abb. 5 hervorgeht.

Abb. 5

Der Netzplan ist dann knotensortiert und der obige Algorithmus ergibt:

d1=O

d2 = vmeé};(z(dv"'sz) {1}

it
"

{0+ Dpp) = O My

¢ = <+
% = max (4, D,3)

ds = r;r;ap:(dv+ D,4)

max {d1+ Dm, d3 + D34} = max{3,5) =5 M4 = {3}

it

{3.4}

de = max (d,+D,5) = max {d3+ Dis, dy + Dys) = max {7,7} = 7 Ms
v 5

Bei CPM (und PERT) ist insbesondere jeder lingste Weg von 1 nach n von Interesse, da
dessen Pfeile nur aus kritischen Vorgingen bestehen (kritischer Weg). Die Linge eines
jeden kritischen Weges gibt die kiirzeste Projektdauer wieder. Bei obigem Beispiel gibt
es zwei kritische Wege der Lange 7, namlich - von hinten nach vorne: 5,3,2,1 und
5,4,3,2,1

e st

O
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Die Lingen o stellen bei CPM die frihest moglichen Zeitpunkte FZ; fur den Eintritt
des Ereignisses i dar. Fur die spatest moglichen Zeitpunkte SZ; des Eintritts von / gilt:
SZ; = 5Z, - Lange eines langsten Weges von i nach n. (Bei PERT gilt das gleiche fur die
jeweiligen Mittelwerte.) Die Lange g eines (jeden) langsten Weges von i nach n laBt sich
ebenfalls mit Hilfe des Algorithmus von BELLMAN berechnen: Man braucht sich bloB (bei
Beibehaltung der Knotennummern) alle Pfeile von G umgedreht zu denken, wobei aus der
Menge F; der .Vorgdanger™ von i die Menge S; der  Nachfoiger” von i wird, und erhait

dann, beginnend mit &, =0, g’ = rmax (d,+ D) fur i=n-1,n-2,... 1. Dag = SZ, - 5Z;
w i

folgt SZ; = SZ, - Zﬂéag(SZ,,“SZw** D) == wmeig'(SZu- D, furi= n-1n-2,.. ., 1

Damit hat man eine Gleichung zur iterativen Berechnung der SZ;. Unter der Annahme,
daB das Projekt in der kirzest moglichen Zeit To=FZ, durchgefuhrt wird, ist der itera-

tionsanfang SZ, = FZ,. Bei dem CPM-Netzplan aus Abb. 5 ergibt sich damit:
SZS =7

SZ4 = min{SZ, = Dyt = min{SZ5~ D45} = 5
b)ES4

523 = n’gg{SZ‘_,- D3} = min {8Z5- D35} = 5
WES3

SZ, = min{SZ,, - Do) = min{SZ3= Da3) = 0
WESZ

min {SZZ - Do, SZ3 - D13, SZ4 - Dm} =mni{0,1,2} = 0

1
H

SZ1 min_{ SZm - D1w}

(:.)ES1
Damit erhilt man fur den CPM-Netzplan die folgenden Termine:

Aktivitat | Kante | Dauer | FAZ; | FEZ; | SAZ; | SEZy | GF
A 2,3) 5 0 5 0 5 0
B (1,3) 4 0 4 1 5 1
C (1,4) 3 0 3 2 5 2
D (35 2 5 7 5 7 0
E (4,5) 2 5 7 5 7 0

Die gefundenen Ergebnisse konnen Ubersichtlich in Form eines Balkendiagramms (GANTT-
Diagramms) dargestellt werden. Bei diesem wird Uber einer Zeitachse mit der Abszisse
t fur jeden Vorgang (i,j) ein Balken errichtet, der zum Zeitpunkt t = FZ; beginnt und bis
zum Zeitpunkt t = FZ;+ Dy reicht. Hat (j,j) eine positive Pufferzeit GFj, so wird der Balken
um GFy strichliert veriangert. Bei uriserem Beispiel ergibt sich damit das folgende Dia-

Gramm:

oT
r\)-
>
n
(o} o
<+
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Was die Planungsmethode PERT betrifft, so kommt zu der auf dieselbe Weise wie oben
heschriebenen Berechnung der MFZ; und MSZ; noch die Berechnung der Varianzen der
FZ: und SZ/- hinzu, welche in einem erfolgen kann, worauf wir hier aber nicht genauer

eingehen.

B) Bel der Kostenplanung

Zur Losung des in Abschnitt | vorgesteliten Modells a) (parametrisches lineares Opti-
mierungsproblem) verwendet man vielfach das Verfahren von KELLY, welches auch zur
Losung von Modell b) (nichtparametrisches lineares Programm) herangezogen werden

kann. Das Verfahren eignet sich aber nicht fur die Schule.

Fur spezielle Werte Tp geht Modell a) in eine lineare Optimierungsaufgabe Uber, welche
so wie Problem b) auch mit Hilfe des Simplexverfahrens gelost werden kann. Sofern
jer Netzplan nicht allzuviele Knoten hat, bietet sich hier eine Moglichkeit fur den Schul-

unterricht.

. DiDAKTISCHE BEMERKUNGEN

Der einfachste Fall fur das Aufstellen eines Netzplanes liegt vor, wenn eine Ereignisiiste
gegeben ist, zu der ein Ereignisknotennetz konstruiert wird. Geht man von einer Vor-
gangsliste aus, so muB die Planungssituation erst dahingehend durchleuchtet werden, ob
man mit einer Ende-Start-Beziehung auskommt (CPM-Netzplan) oder etwa eine Start-
Start-Beziehung zu unteriegen ist (MPM-Netzplan). In beiden Fallen wird es im Unter-
richt sicherlich gunstig sein, den Netzplan an Hand von vorgegebenen formalen Regein
aufzustellen und eine vorwiegend intuitive Vorgangsweise eher hintanzustellen. Die grofite
Gefahr einer MiBinterpretation von CPM-Netzplanen scheint darin zu bestehen, daf3 der
Netzplan als . Zeitnetz" aufgefaBt wird, d.h,, daB Wege im Netzplan quasi als Zeitachsen
angesehen werden, was nur im Fall eines kritischen Weges bei kiirzester Projektdauer
als vorgegebenes Projektende richtig ist. Bei MPM-Netzplanen ist die Gefahr auf Grund
des hoheren Abstraktionsniveaus eines Vorgangsknotennetzes nicht mehr so grof.

Ein Charakteristikum von MPM-Netzplinen ist, daB auch Maximalabstande zwischen
aufeinanderfoigenden Vorgiangen erfaBt werden konnen, was sich in negativen Kanten-
bewertungen niederschiagt. Obgleich in der Schule dann keine geeigneten Losungsalgorith-
men zur Verfugung stehen und man sich auf heuristische Ldsungsverfahren beschranken
muf3, ist das Studium von MPM-Netzplanen im Sinne der Besprechung von  Beziehungs-

strukturen” aber auf jeden Fall bedeutsam.

Verzichtet man bei MPM auf die (ganz wesentliche) Méglichkeit, zeitliche Maximalab-
stande zu erfassen, sodaB alle Kantenbewertungen nicht-negativ sind, so stehen im
Unterricht fur MPM dieselben Methoden wie fur CPM zur Verfugung, allerdings wird man
dann CPM insofern den Vorzug geben, als der entsprechende CPM-Netzpian weniger
Knoten und Kanten enthait (vgl. Abb.3 und 4).

TS ——————

SRS
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Was die CPM-Netzpline betrifft, so gibt es sowchl bei der Zeitplanung als auch bei der
Kostenplanung Algorithmen, welche sich fur den Unterricht eignen und die - wie wir
weiter unten sehen werden - auf verschiedenen Anspruchsniveaus besprochen werden

konnen.

im Hinblick auf PERT-Netzplane ist zu sagen, daBl sie wohi sehr einfach aufzustellen sind
und daB das Rechnen bei PERT nicht um vieles aufwendiger ist als bei CPM, daB aber
auf Grund der bereits in Abschnitt Il gemachten Vorbehalte von einer Verwendung im
Unterricht ohne einhergehende entsprechende Kritik eher abzuraten ist.

Die Zeitplanung mit CPM 138t in der Schule unterschiedliche Zielsetzungen und An-
to g 9

spruchsniveaus zu:

Der einfachste Fall ist, daB alle kritischen Wege und die kirzeste Projektdauer zu be-
stimmen sind. Dies kann bei sehr kieinen Netzplanen sogar rein empirisch geschehen.
im Regelfall wird man als Parameter die Zeitpunkte F.I einfuhren, die FZ; als langste
Wege von der Quelle nach / interpretieren und anschliefend iterativ berechnen. Es gibt
aber auch die Moglichkeit, zum selben Ziel mit Hilfe der Linearen Optimierung zu gelan-

gen (was alierdings mehr von theoretischem Interesse ist):

Sei x;=1, falls der Pfeil (j,j) kritisch ist und O sonst. Dann lautet die Aufgabe, formuliert
als lineares Programm, wobei £ die Menge aller Pfeile des Netzplans bezeichnet und £}
fur die Menge der Vorganger und S; fur die Menge der Nachfolger des Knoten ; steht:
> x; D = max!
x;€{0,1) fur (ij) ek

-1 falls j =1
3 (x,j~ “Xjk) = O falls j #1,n fur je{1,2, ..., n}
i€F) keS; 1 falls j=n

Die letzten n Nebenbedingungen stellen sicher, daf ein kritischer Weg keine Unter-
brechungen aufweist (vgl. Abb.B6). - Man kann beweisen, daB das Simplexverfahren
unter den Bedingungen x;20 (an Stelle von x;€{0,1}) fur (/) € £ stets nur Losungen aus
10,1} liefert, sodaB kein ganzzahliges Verfahren vonnoten ist.

/'1 k 1

Abb. 6
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Will man eine volistindige CPM-Analyse durchfihren, sind noch die Parameter 5Z; zu
Lerechnen. Ist einmal der BELLMANsche Algorithmus in einem knotensortierten Netzplan
sur Bestimmung der FZ; klargemacht, solite auch die Berechnung der 5Z; mit Hilfe dieses
Aigorithmus keine wesentliche Schwierigkeit mehr bedeuten. Von der Verwendung des
universehieren DIJKSTRA-Algorithmus bloB zur Umgehung einer eventuellen Hiirde bei der
Ausdehnung des BELLMANschen Verfahrens auf die Berechnung der 5Z; ist eher abzu-
raten, da der DIJKSTRA-Algorithmus komplizierter und fur das Verstandnis der Schiiler
schwieriger ist. Sind - auf die eine oder andere Art - alle notwendigen Berechnungen
durchgefiinrt, so kommt einer graphischen Interpretation - speziell im Unterricht -

pesondere Bedeutung zu.

Die Besprechung der auf CPM-Netzplanen fuBenden Kostenplanung ist auf die weiter
oben beschriebene Weise unter Zuhilfenahme des Simplexverfahrens im Unterricht dann
chne weiteras moglich, falls der Simplexalgorithmus den Schiilern bekannt ist oder

imolizit als "black box" am Computer zur Verflgung steht.
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